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RESUMEN
En el presente trabajo se ponen analíticamente de relieve algunas de las consecuencias que se derivan de la no obligatoriedad de anularse la suma de los residuos, como resultado de desaparecer la primera ecuación normal relativa al término constante del modelo lineal general (MLG). Ello conlleva, entre otras cuestiones, a que la descomposición de la suma de cuadrados totales (SCT) como agregación de la suma de cuadrados explicada (SCE) y residual (SCR) no se verifica y más llamativa aún es la consecuencia de que el coeficiente de determinación (R2) no está acotado inferiormente y, por tanto, puede ser negativo. Maddala, G. S. (1985), Novales, A. (1993), Stewart, M. B. y Wallis, K. F. (1984), entre otros, lo afirman en sus respectivos manuales pero no entran en demostraciones analíticas. Un estudio analítico de ello, basado en el modelo lineal simple (MLS), lo realizó Pérez Rodríguez, E. (1993). Se finaliza el trabajo con un caso práctico donde todas las aseveraciones realizadas a lo largo del trabajo se corroboran numéricamente.

Palabras clave: Sumas de cuadrados: Total, Explicada y Residual. Descomposición de la Varianza Total. Coeficientes de Determinación y Correlación Lineal.
Códigos UNESCO: 530202, 530204, 120914
Introducción
Está ampliamente generalizado, en la literatura especializada, véanse por ejemplo Caridad y Ocerín, J. Mª (1998), Fernández de Trocóniz, A. (1987), Guisan Seijas, M. C. (1997), Gujarati, D. N. (1997), Martín, G.; Labeaga, J. M. y Mochón, F. (1997), Pindyck, R. S. y Rubinfeld, D. L. (1998), Uriel, E.; Contreras, D.; Moltó, M. L. y Peiró, A. (1990), partir de las siguientes definiciones de sumas de cuadrados:


Suma de Cuadrados Total:
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Suma de Cuadrados Explicada:
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Suma de Cuadrados Residual:
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sin distinguir si el MLG tiene o no término independiente, una excepción a ello es el texto de Novales, A. (1993), donde siempre se enfatiza si hay o no término independiente, pero no se explicitan las fórmulas analíticas resultantes si no hay término independiente y el comentario de Pulido San Román, A. y Pérez García, J. (2001). Mención especial merece el texto de Dhrymes, J. (1984) que dedica el apartado 3.2 del capítulo 1 a este tema. Ello conduce a diferentes problemas si el MLG no posee término independiente, que producen la afirmación de Stewart, M. B. y Wallis, K. F. (1984): “el R2 no debe utilizarse cuando no hay término independiente” ya que en este caso no tiene porque verificarse que la suma de los residuos sea nula, esto es:
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luego, en tal situación, las ecuaciones normales son:
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y se produce un incumplimiento de (4), por lo que hay que considerar a 
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 como no obligatoriamente nula y por tanto:
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luego:
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en general, lo que conduce a que ni (2), ni (3) sean 
[image: image12.wmf])

Y

ˆ

(

V

n

 y 
[image: image13.wmf])

e

(

V

n

 respectivamente. Más aún, la conocida descomposición:

   SCT=SCE+SCR
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y su análoga: 
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no tienen porque cumplirse si el MLG no tiene término independiente, como se pone en evidencia a continuación.

Primera Nota

En un MLG sin término independiente se verifica que:
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Obsérvese que (10) coincide con (8) si 
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, caso de MLG con término independiente, o si 
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, caso semejante al de MLG expresado en desviaciones.

En efecto, de la definición (1) sumando y restando 
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Ahora bien, el término rectangular no tiene porque anularse si no hay término independiente y es: 
[image: image21.wmf]e

n

Y

e

Y

Y

ˆ

e

n

1

t

t

n

1

t

t

t

-

=

-

å

å

=

=

 , ya que 
[image: image22.wmf]0

Y

ˆ

e

n

1

t

t

t

=

å

=

 por ser una combinación lineal de todas las ecuaciones normales, 
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 , luego sustituyendo en (11), queda (10).

Segunda Nota

En un MLG sin término independiente se verifica que:
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En efecto de (2) se tiene:
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que coincide con (12), sólo se ha hecho uso de: 
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La expresión (12) puede transformarse, sustituyendo 
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 por (6), en la siguiente:
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Tercera Nota

En un MLG sin término independiente se verifica que:
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En efecto, sustituyendo (12) en (10) y despejando la SCR se tiene (14).

Está claro que con la SCR se dispone de una medida de bondad del ajuste pero adolece de dos defectos:

a) depende de la unidad de medida de la variable explicada, lo cual dificulta la construcción de una idea intuitiva de la bondad del ajuste con sólo conocer su valor; y

b) es decreciente con la bondad del ajuste, es decir, cuanto menor es la SCR mejor es el ajuste, lo cual no se adecua a la idea intuitiva de cuanto mayor sea mejor será el ajuste

Para obviar estos dos inconvenientes se define el coeficiente de determinación, R2, por:
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Como las sumas de cuadrados son no negativas por naturaleza, es evidente que 
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 y cuanto más próximo a 1, menor será la SCR y por tanto mejor será el ajuste, llegando al caso en que 
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, ello sólo se logra cuando todos los residuos sean nulos.

El coeficiente 
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 alternativamente puede definirse por el cociente de la SCE entre la SCT, que también salva los inconvenientes a) y b) anteriores, pero en tal caso el 
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 está acotado por la izquierda por cero y no lo está por la derecha, pudiendo ser 
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 la expresión dada en (15), de acuerdo con una gran mayoría de autores que la prefieren a la alternativa señalada, por la razón que más adelante se expondrá.

Cuarta Nota

En un MLG sin término independiente se verifica que:
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por lo que 
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 puede tomar valores negativos, basta para ello con que 
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, por lo que no está acotado inferiormente por cero, como ocurre en el MLG con término independiente. Es decir, 
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En efecto, 
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, sin más que utilizar (10) resulta (16), que puede transformarse usando (12) en    
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Expresión que coincide casualmente con la definición clásica de 
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, válida cuando el MLG tiene término independiente. 

Si se define 
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, el resultado que se obtiene, sustituyendo la SCE por la expresión (14), es:
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que manifiesta claramente que, en el caso de que 
[image: image48.wmf]Y

e

n

2

 sea mayor que la SCR, 
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 y ser las sumas de cuadrados no negativas, la cota inferior será el cero. Luego que en este caso 
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Obsérvese que en el caso de ajuste perfecto (
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 de (18) puede ser mayor que la unidad. Por el contrario, definido 
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 por (15) nunca puede superar tal cota, esta es la razón por la que es preferida la definición de 
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 dada en (15) antes que la alternativa.

Por otra parte, es evidente que el ajuste será tanto mejor cuanto mayor sea la correlación entre los valores observados, 
[image: image56.wmf]t

Y

, y los valores estimados por el MLG, 
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. Por ello debe existir una fuerte relación entre el coeficiente de correlación lineal de las dos variables y el coeficiente de determinación del MLG.

Quinta Nota

En un MLG sin término independiente se verifica que:
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En efecto, por un lado el coeficiente de correlación lineal puede expresarse como:
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Por otro lado usando (14) y que       
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que puede transformarse, multiplicando y dividiendo por 
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de donde, sumando y restando 
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Que corrobora lo afirmado en (19), 
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Nótese que en cualquier ajuste lineal mediante un modelo que posea término independiente, 
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, se cumple que el R2 del MLG coincide con 
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, véase Greene, W. H. (1999), Stewart, M. B. y Wallis, K. F. (1984). En el caso de que el MLG sea un MLS con término constante se verifica, además, la relación clásica (véase Martín, G.; Labeaga, J. M. y Mochón, F. (1997)):
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En efecto, para el MLS la expresión (20)
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y como en el caso del MLS: 
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resulta que:
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pero como 
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, (25) se transforma en:
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que claramente coincide con 
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 luego (24) se verifica para el MLS con término independiente.

Sexta Nota

Las denominaciones de sumas de cuadrados (1), (2) y (3) son, al menos, engañosas desde un punto de vista gramatical estricto, ya que sólo (3) respeta dicha locución gramatical. En (1) lo que realmente se tiene es una suma de cuadrados de desviaciones respecto a la media y en (2) ni siquiera es la suma de cuadrados de las desviaciones puesto que 
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 no es la media de las variables 
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, salvo que el MLG tenga término independiente y en el caso de que se considere que (1) está bien definido gramaticalmente, habría que reformar (2) y (3) en el sentido de restarles su media, esto es: 
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, expresiones que claramente no coinciden con (2) y (3) ni cumplen con la descomposición clásica (8), salvo que el MLG tenga término independiente. Por lo anterior y por las ventajas que se verán a continuación, se propone partir de las sumas de cuadrados siguientes:

Suma de Cuadrados de las Variables Observadas:
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Suma de Cuadrados de las Variables Estimadas:
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Suma de Cuadrados de las Variables Residuales:
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Estas sumas de cuadrados siempre verifican la siguiente descomposición, análoga a (8), tanto si existe como si no término independiente en el MLG:

SCVO=SCVE+SCVR  
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En efecto:
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ya que: 
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 por ser las ecuaciones normales del MLG tanto con término independiente como sin él.

Por otra parte con las sumas (26),(27) y (28) el coeficiente de determinación , definido de forma análoga a (15): 
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 siempre se valorará en 
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 tanto si hay o no término independiente en el MLG. El 
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 se define como cociente de dos momentos de segundo orden, por lo cual es un coeficiente adimensional ya que la magnitud de las variables observadas y estimadas es la misma evidentemente. Su interpretación también es sencilla ya que representa el porcentaje de la suma de cuadrados de la variable observada que justifica el modelo ajustado.
Séptima Nota

En un MLG sin término independiente se verifica que las variables 
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 y 
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 están correladas, mientras que si el MLG posee término independiente dichas variables son incorreladas.

En efecto, teniendo en cuenta (2) se tiene que:
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Por otra parte, a partir de (29) se obtiene restando 
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y dividiendo por n ambos miembros se obtiene la expresión clásica (9) que sólo es válida para MLG con término independiente, ya que se ha hecho uso de que la 
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. La expresión (9) junto con 
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 sirven para concluir que las variables 
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 y 
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 son variables incorreladas, conclusión idéntica a la que se obtiene de (31) cuando el MLG tiene término independiente.

Caso Práctico

Se pretende corroborar e ilustrar las fórmulas anteriores con un sencillo ejemplo numérico que utiliza números simples con el objetivo de hacer lo más transparente el proceso y no ocultarlo mediante el uso de unos números que requiriesen unas operaciones complicadas, a tal efecto se ha seleccionado el ejercicio 30 del capítulo 5 del texto coordinado por Palacios, F. y Callejón, J. (2002), redondeando los valores de la variable dependiente en aras de simplificar los cálculos. Se estudia la relación lineal, sin término independiente, existente entre las variables X e Y del cuadro siguiente:

	Cuadro 1

	X
	Y
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	X Y

	1
	12
	1
	144
	12

	2
	4
	4
	16
	8

	3
	8
	9
	64
	24

	4
	14
	16
	196
	56

	5
	13
	25
	169
	65

	15
	51
	55
	589
	165


Se calculan las siguientes expresiones, con ayuda del cuadro 1:
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y con ayuda de (33) se completan las columnas del cuadro 2, correspondientes a los valores estimados, los residuos y sus cuadrados.

	Cuadro 2
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	3
	9
	9
	81
	36
	27

	6
	36
	-2
	4
	24
	-12

	9
	81
	-1
	1
	72
	-9

	12
	144
	2
	4
	168
	24

	15
	225
	-2
	4
	195
	-30

	45
	495
	6
	94
	495
	0


Se observa, en primer lugar, que 
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 lo que conlleva a las siguientes expresiones:

1.- 
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 que corrobora (6) y (7).

2.- 
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 que corrobora (12) y (13).

3.- El cálculo directo de la SCR es:  
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  que coincide con el obtenido por: 
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, que corrobora (14).

4.- Si se calcula 
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 mediante (15) se obtiene 
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, resultado predecible ya que en este caso: 
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 que corrobora la cuarta nota.

Por el contrario si se calcula 
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 mediante la fórmula alternativa, 
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, resultado predecible ya que en este caso: 
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, por lo que se confirma (18) y por tanto el comentario de la cuarta nota.

5.- El valor de 
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 dado por (19) es: 
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 que evidentemente no coincide con el valor de 
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Ahora bien, como 
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, se corrobora la expresión (23) de la quinta nota.

Obsérvese que 
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 lo que confirma (21).

6.- Es inmediato comprobar la veracidad numérica de (29), SCVO=SCVE+SCVR, 
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 responde a la idea elemental e intuitiva de que el 84% de los puntos del diagrama de dispersión se justifica por el ajuste realizado, que en este caso es la recta 
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7.- La corroboración de (31) se obtiene de la última columna del cuadro 2, resultando que la 
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 que indica que las variables 
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 están correladas.
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